Dpto. de Fisica y Matematicas Grado TICS—Algebra Lineal Curso 2012-2013 Gr.l:] NOI:]

2do examen (Semana 17-21 diciembre 2012)

Apellidos, Nombre: ‘ Tiempo: 90 minutos

IMPORTANTE: El no entregar esta hoja firmada conlleva un suspenso inmediato del presente examen

Ejercicio 1 (5 puntos)
Sea f un endomorfismo de R3 cuya matriz de la aplicacién respecto a la base canénica es
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(a) Determinar los valores de a para los que la matriz A es diagonalizable.

(b) Obtener la dimensién, bases y unas ecuaciones implicitas del Nicleo de f (ker f) y de la Imagen
de f.

(c) Para a = 3 encontrar matrices D diagonal y P inversible tales que A = PDP~!. Como aplicacién

calcular e34.

Solucién: Es claro que los autovalores son A1 = 5, A2 = 3 y A3 = a. Por tanto:

(a) -) Si a # 3,5 la matriz A tiene 3 autovalores distintos y es diagonalizable.
-) Si a = 3 entonces \; = 5 simple, Ay = 3 doble y serd diagonalizable si

mg(3) = 2 =3 — rango(A — 3I)
Y como

A-=-3l=
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entonces A es diagonalizable. Finalmente
-) Si a = 5 entonces \; = 5 doble, Ao = 3 simple y serd diagonalizable si

mg(5) = 2 = 3 — rango(A — 5I).
Y dado que
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A—-5l=
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pues my(5) = 1y A no es diagonalizable.

(b) Para analizar la imagen primero vemos cuando A es inversible, que sucede si a # 0, o sea,
-) Si a # 0 entonces Img(f) = R? luego tiene dimensién 3 y unas ecuaciones implicitas son {0 = 0
mientras que el niicleo tiene dimensién 0, ker(f) = {0} y unas ecuaciones implicitas son

x=0
y=0
z2=0



-) Si a = 0 entonces las tres columnas de A son linealmente dependientes y, de hecho,
Img(f) = L((3,0,0)",(2,5,0)"),

teniendo como unas ecuaciones implicitas {z = 0.
Mientras que el niucleo de f tiene como ecuaciones implicitas (no todas tienen porque ser indepen-
dientes, hay que comprobarlo)

3r+2y+62=0

Ay, 2)t =0 = { 5y + 62 = 0

que son linealmente independientes y una base de ker(f) es {(6,6, —5)7}, y por tanto tiene dimen-
si6n 1.

(c) Como sabemos que para a = 3 es diagonalizable por (a) calculamos D y P, siendo

500 11 0
D=0 3 0 |, y P=110 -3
0 0 3 00 1
(el célculo de P se ha excluido pero es un mero ejercicio. Por tanto
11 0 e 0 0 0o 1 3
SA=pe3Ppl=11 0 -3 0 &3 0 1 -1 -3
00 1 0 0 3 0 0 1
&) % — ¢ 3(eld — )
B3A — 0 15 3(el — ¢9)
0 0 e’
Ejercicio 2 (5 puntos)
Resolver la siguiente ecuacion diferencial con valores iniciales
1 0 0
W)= 1 2 0 |u®), u0)=(1,007,
1 0 -1

siendo v el vector traspuesto de v. Sabemos que la solucién del problema de Cauchy es u(t) =
eAu(0), es decir todo gira en torno al célculo de e, y para ello debemos diagonalizar A. Sabemos

que los autovalores son A\ = 2, Ao = 1, y A3 = —1 simples y por tanto es diagonalizable. Siendo
2 0 0 0 2 0
D=101 0 , y P=11 -2 0
0 0 -1 0 1 1

0 1 1 0 0 et ~1/2 (et —et)/2



