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0. Preliminares
1 Caso discreto

Consideraremos red lineal x(s) = s,
SODE: σ̃∆∇y(s) + τ̃∆y(s) + λy(s) = 0.
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0. Preliminares
1 Caso discreto

Consideraremos red lineal x(s) = s,
SODE: σ̃∆∇y(s) + τ̃∆y(s) + λy(s) = 0.

2 Caso q

Consideraremos red q-lineal x(s) = q±s,
SODE:
σ(s) ∆

∇x1(s)
∇y(s)q

∇x(s) + τ(s)∆y(s)
∆x(s) + λy(s) = 0.
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Definiciones básicas
⊲ Producto escalar

〈P (s), Q(s)〉 =
∑b−1

s=a P (s)Q(s)ρ(s),
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Definiciones básicas
⊲ Producto escalar

〈P (s), Q(s)〉 =
∑b−1

s=a P (s)Q(s)ρ(s),

⊲ A(s) función que no se anula en [a, b]

Φn(s) =

√

ρ(s)

d2
n

A(s)Pn(s),
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Definiciones básicas
⊲ Producto escalar

〈P (s), Q(s)〉 =
∑b−1

s=a P (s)Q(s)ρ(s),

⊲ A(s) función que no se anula en [a, b]

Φn(s) =

√

ρ(s)

d2
n

A(s)Pn(s),

⊲ Hamiltoniano

Hq(s) = −
√

ν(s)e−∂ −
√

ν(s + 1)e ∂ + µ(s)I.
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Álgebra de Lie

Definici ón: A es un álgebra de Lie si A es un álgebra
tal que respecto a la aplicación

[, ] : A × A → A,

se verifique

[X,X] = 0 ∀X ∈ A,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
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Los 3 problemas

¬ Problema 1: Encontrar [, ] y a(s), b(s) tales que
b(s)a(s) = H(s),

[a(s), b(s)] = I.
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Los 3 problemas

¬ Problema 1: Encontrar [, ] y a(s), b(s) tales que
b(s)a(s) = H(s),

[a(s), b(s)] = I.

¬ Problema 2: Que además, a(s) y b(s) sean
lowering/raising operators.
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¬ Problema 1: Encontrar [, ] y a(s), b(s) tales que
b(s)a(s) = H(s),
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¬ Problema 2: Que además, a(s) y b(s) sean
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¬ Problema 3: Encontrar [, ] y a(s), b(s) tales que
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Más definiciones
1 Dado ξ ∈ C el ξ-conmutador

[a(s), b(s)]ξ = a(s) ◦ b(s) − ξ b(s) ◦ a(s).
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Más definiciones
1 Dado ξ ∈ C el ξ-conmutador

[a(s), b(s)]ξ = a(s) ◦ b(s) − ξ b(s) ◦ a(s).

2 Los α-operadores

a
↓
α(s) := A(s)√

∇x1(s)
e−α∂s

(

e∂s

√

σ(s)
∇x(s) −

√

σ(−s−µ)
∆x(s)

)

1
A(s) ,

a
↑
α(s) := A(s)

∇x1(s)

(
√

σ(s)
∇x(s)e

−∂s −
√

σ(−s−µ)
∆x(s)

)

eα∂s

√
∇x1(s)

A(s) .
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Problema Uno
Teorema 1: El problema 1 tiene solución sii

∇x(s)
∇x1(s−α)

√

∇x1(s−1)∇x1(s)
∇x(s−α)∆x(s−α)

√

σ(s−α)σ(−s−µ+α)
σ(s)σ(−s−µ+1)

= ς

1
∆x(s−α)

(

σ(s−α+1)
∇x1(s−α+1)

+ σ(−s−µ+α)
∇x1(s−α)

)

−ς 1
∇x1(s)

(

σ(s)
∇x(s)

+ σ(−s−µ)
∆x(s)

)

= Λ.
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Problema Dos
Proposici ón 1 Si α = 0, los α-operadores son
mutuamente adjuntos.
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Problema Dos
Proposici ón 1 Si α = 0, los α-operadores son
mutuamente adjuntos.

Proposici ón 2: Los autovalores han de ser
q-lineales.
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Problema Tres
Definiendo adecuadamente los operadores para
dicho problema, obtenemos las álgebras:
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Problema Tres
Definiendo adecuadamente los operadores para
dicho problema, obtenemos las álgebras:

¬ Caso Meixner: obtenemos el álgebra Sp(2,ℜ)

[K0(s),K±(s)] = ±K±(s) and [K−(s),K+(s)] =

K2(s) = K2
0(s) − K0(s) − K+(s)K−(s)

¬ Caso Kravchuck: obtenemos el álgebra So(3)

[K0(s),K±(s)] = ±K±(s) and [K−(s),K+(s)] =

K2(s) = K2
0(s) + K0(s) + K−(s)K+(s)
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Al Salam Carlitz I
Para esta familia de P.O., tenemos que

σ(s) + τ(s)∇x1(s) = a
Teo.1⇒ α = 0, ξ = q−1.

Tomaremos A(s) =
√

∇x1(s), con esto

ν(s) = a(1 − qs)(1 − a qs)qs−1/2, µ(s) = a q2s+1 + (1 − qs)(1 − a qs),

a
↓
0(s) = 1√

1−q

[√
a qs+1/2 − e∂s

√

(1 − qs)(1 − a qs)
]

,

a
↑
0(s) = 1√

1−q

[√
a qs+1/2 −

√

(1 − qs)(1 − a qs) e−∂s

]

,

[a↓0(s), a
↑
0(s)]ξ = 1/(q

1
2 − q−

1
2 ).
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