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Practica 3. Estabilidad en Sistemas dindmicos

Introduccion

En esta prictica veremos una de las numerosas aplicaciones de la diagonalizacién de matrices.
Comenzamos planteando el siguiente problema:

Problema.

Dos marcas A y B se distribuyen el mercado de un determinado producto. La relacion entre
las cantidades = e y consumidas de cada marca en el periodo ¢ + 1 en relacién con las consumidas
en el periodo anterior ¢ vienen dadas por las ecuaciones siguientes:

Zi41=0.952; + 0.03y;
Yt+1 = 00551175 + O97yt

Las cantidades consumidas de cada marca en el instante inicial ¢ = 0 vienen dadas por xg = 500,
yo = 500. Nuestro objetivo es saber si las cantidades consumidas de cada marca llegaran a
estabilizarse con el tiempo y, en caso afirmativo, hallar estas cantidades. Este tipo de problemas se
denominan “sistemas dindmicos” y el dlgebra lineal, concretamente la diagonalizacién de matrices
que hemos aprendido en este tema, es una herramienta para resolverlos.

Procedemos de la siguiente forma:

Paso 1. Escribimos el sistema en forma matricial:

<I‘t+1) . (095 003> <$t> -4 <Jl‘t>
Yt+1 0.05 0.97) \y ye )’

El problema planteado es equivalente a encontrar un vector no nulo ¥y que no cambie cuando es
transformado por la matriz A. Es decir: Avjy = o).

Usando el lenguaje y los conceptos aprendidos en el tema, esto es equivalente a encontrar un
vector propio asociado al valor propio A = 1.

Paso 2. A continuacidn, diagonalizamos la matriz A y encontramos sus valores y vectores propios
asociados. La matriz A es una matriz estocdstica (ver la practica 2) ya que sus coeficientes estan
entre 0 y 1 y las columnas suman 1.

Las matrices estocdsticas tienen una propiedad muy interesante: “siempre uno de sus valores
propios es igual a 1”. Como las columnas han de sumar 1 es facil comprobar que |[A —I| =0y
por tanto A = 1 es un valor propio.

Usando Wolfram E]tenemos que los valores propios son A1 = 1, Ao = 0.92 y los vectores
propios asociados a cada valor propio son

- 0.6 . —1
vl = 1) Yy V2 = 1]

La solucién que buscamos ha de ser un vector proporcional al vector propio ¢ asociado al valor

propio A; = 1, es decir
. . (0.6>
Vo = Qv = & 1 .

!'Usar la instruccién eigenvector en Wolfram para obtener los valores propios y vectores propios de la matriz.




Solo nos queda por tanto calcular la constante de proporcionalidad «.

Paso 3. La solucidn final buscada se obtiene teniendo en cuenta que el nimero total de consumi-
dores es 1000, por tanto:
0.6a + a = 1000,

. [(06) 0.6\ (375
vo_a<1)_625<1>_<625).

Las cuotas de mercado de cada marca se estabilizan por tanto en los valores siguientes: 375 para
la primera marca y 625 para la segunda.

de donde av = 625 y

Observacion: Potencia n-ésima de la matriz.
Otra forma de abordar el problema es la siguiente.

A partir de la matriz de transicién
0.95 0.03
0.056 0.97

o\ 500
yo) \H00)’
las cantidades consumidas por cada marca pasados n periodos de tiempo estdn dados por:
z,\ _ (0.95 0.03\" (500
yn ) \0.05 0.97 500/ °
Observemos que determinar qué ocurrird a largo plazo es equivalente a estudiar el valor de la
expresion anterior para valores de n cada vez mds grandes. Formalmente equivale a estudiar a

calcular el valor de la expresion anterior cuando n — oo. Por otra parte, sabemos que al ser la
matriz A diagonalizable es posible encontrar una expresion para la potencia n-ésima A™:

0.95 0.03\" (06 —1\/1 0 \"/06 -1\ "
0.05 097) 1 1 0 0.92 1 1
(06 —1\ (1 0 \ (06 -1\
1 1 0 0.92" 1 1 ’
Si el valor de n se va haciendo cada vez mayor, resulta que 0.92" tiende a 0 y entonces:
0.95 0.03 n_) 0.6 —1\ /1 0\ /06 -1 _1_ 0.375 0.375
0.05 0.97 1 1 00 1 1 - \0.625 0.625)°

Por tanto, a largo plazo, las cantidades consumidas de cada marca se estabilizan:

zn\ _ (0.95 0.03 " (500 _ 0.375 0.375)\ (500\ (375
yn) \0.05 0.97 500 0.625 0.625) \500/  \625)"

y el valor de la cuota inicial



EJERCICIO PROPUESTO.

Tres marcas A, B y C se distribuyen el mercado de un determinado producto. La relacién
entre las cantidades z, y, z consumidas de cada marca en el periodo ¢ + 1 en relacién con las
consumidas en el periodo anterior ¢ vienen dadas por las ecuaciones siguientes:

Ti+1 =0.60x + 0.1y + 0.32¢
Y41 =0.10z¢ + 0.7y + 0.1z
Zt+1 = 030$t + 02% + 062’75

Las cuotas de mercado de cada marca en el instante inicial ¢ = 0 vienen dadas por ¢ = 1000,
yo = 2000, zp = 3000.

Parte 1.

a) Escriba el sistema de ecuaciones en forma matricial.

b) Encuentre los valores y vectores propios asociados de la matriz de transicion.
¢) Determine el vector propio asociado al valor propio A = 1.

d) Sabiendo que las cantidades consumidas de cada marca inicialmente son zg = 1000, yg =
2000, zp = 3000 encuentre las cantidades consumidas de cada marca a largo plazo.

Parte 2.

a) Justifique que la matriz de transicion es diagonalizable. Indique la matriz diagonal y de paso
correspondiente.

b) Usando la diagonalizacién realizada encuentre la expresion de la potencia n-ésima de la matriz
de transicion.

c) A partir de la potencia n-ésima de la matriz de transicion determine el valor de las cantidades
consumidas de cada marca a largo plazo.

d) Tome diferentes valores para las cuotas iniciales de mercado (tenga en cuenta que la suma total
ha de ser la misma, en este caso 6000 unidades), por ejemplo:

1500 500 2730
2000 |, 3000 | , 1470 |,
2500 1500 1800

y observe lo que ocurre. ;Se obtiene la misma solucion a largo plazo? ;Depende la solucién
final de la condicién inicial? Justifique su respuesta.



RUBRICA PARA LA CORRECCION DE LA PRACTICA:

Para la correccion de la practica se seguiran los siguientes criterios:

Los resultados de los apartados de la prictica (7 puntos).

La presentacién de los resultados de la practica (3 puntos).

La préctica se presentard en formato . pdf en un documento paginado con una portada indicando
el titulo de la practica y el nombre y apellidos del estudiante.

Los resultados se presentardn de forma clara, siguiendo el orden los apartados de la prictica y
respondiéndolos de manera precisa.



